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sida 2 af 9 Urslitakeppnin 2024-2025

Dami 1

Gefin eru tiu hélf med niu télum, aftasta holfid er témt. Haegt er ad faera
tolu ar sinu holfi i téma holfid. Petta er talin ein adgerd. Eftir pad er holfid
sem talan var i ordid tomt. Upphaflega er r60 talnanna 8,7,3,9,1,5,2,6, 4.
Hvad parf margar adgerdir i minnsta lagi til ad fa tdlurnar i vaxandi r6d,
med téma holfid aftast aftur. Hvers vegna er ekki haegt ad gera pad i faerri
adgerdum en svo?

Lausn

Vid litum & talnarununa sem umrédun, p.e.a.s. sem stokkun & upphaflegu
réttu rédinni. Pa litum vid svo 4 ad 1 verdi 8, 2 verdi og 7 og svo framvegis.
P4 sjadum vid ad 1 fer i 8, 8 fer i 6, 6 fer i 5 og 5 fer i 1. Petta kéllum
vid ras. Sjaum ad fyrir ras i umrdduninni er ekki haegt ad feera neina tolu
4 réttan stad fyrir en ein hreyfing er notud til ad brj6ta upp rasina. Pvi
er lagmarksfjoldi hreyfinga sem parf ad minnsta kosti fjoldi staka sem eru
ekki & réttum stad plas fjoldi rasa sem pau mynda.

En sa fjoldi hreyfinga dugar, fyrir hverja ras faerum vid eitt stak 4 auda
reitinn, rekjum upp rasina og légum hana eitt stak i einu, og faerum loks
stakid sem vid feerdum upphaflega & sinn stad.

Pad eru 8 stok sem eru ekki & réttum stad og paer mynda brjar rasir
(1,8,6,5), (7,2), (9,4). Par med er svarid 11. O
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Dami 2
Finnid allar jakvaedar rauntélur = pannig ad

Vr+ vz +91 =91,

Lausn 1
Margféldum i gegn med /x + 91 — \/x og faum

r+91 —z=91(Vz + 91 — V)

Styttum og einfdldum til ad fa

Vr—+vVr+91=-1

Leggjum petta saman vid upphaflegu jéfnuna og faum:
2.z =90
Sem eftir einfoldun gefur
VT =45

Par med er x = 452 = 2025 eina mogulega lausnin, og vid sjaum med
innsetningu ad petta er lausn & upphaflegu j6fnunni. O
Lausn 2
Athugum ad staerdin /x + v + 91 vex pegar x vex svo jafnan

Vo++Vz+91=91

hefur i mesta lagi eina lausn i x. Vid gaetum giskad & ad lausnin sé z =
2025 = 452, par sem 2025 + 91 = 2116 = 46% og 91 = 45 + 46. O
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Dami 3

Gefinn er ferhyrningur ABC'D. Latum X vera skurdpunkt hornalina hans
og gerum rad fyrir ad X sé innan i ABCD. Latum [PQR)] takna flatarmal
brihyrningsins med hornpunkta P, @ og R. Synid ad

[ABX]-[DCX] = [BCX] - [DAX].

Lausn 1

Latum h vera fjarlegd A fra linunni BD. Pa er h lengd hadar prihyrn-
inganna ABX og ADX & grunnhlidarnar BX og DX i bessari r68. bvi
er

[ABX}:%|BX|'h og [ADX}:%|DX|.h

svo
[ABX] |BX]|
[ADX]  |DX|
Eins faest ad
[(CBX] |BX|
[CDX] |DX|
Vid faum pvi ad
[ABX] [CBX]

[ADX] ~ [CDX]

sem umrita ma sem
[ABX]-[CDX] = [CBX] - [ADX].

sem er pad sem vid dttum ad sanna.

Lausn 2

Synum fyrst hjalparsetningu. Latum AABC vera prihyrning og o hornid
punktinn A. Pa er 2[ABC] = |AB|-|AC|-sin(«). Hér taknar | XY lengd
striksins fra X til Y.

Teiknum hzd fra B ad AC, taknum skurdpunktinn vid AC med H. ba fast
ad par sem AABH er rétthyrndur er sin(a) = |[BH| / |AB]|. Vitum einnig
ad 2[ABC] = |AC| - |BH], pvi |AC| - |BH| gefur flatarmal rétthyrnings
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D
C

A

A B

og flatarmal AABC' er helmingurinn af pvi. Med pvi ad stinga pessar
formalur hvor inn i adra faest hjalparsetning okkar.

Taknum hornid milli AX og BX med 5. Par sem hornid milli CX og
DX er topphorn pess er pad einnig 3. Naest er hornid milli BX og CX
grannhorn pess, svo pad er 180° — 3. Eins faest ad hornid mili AX og DX
sé 180° — B.

Einfoldum na formalu deemisins med pvi ad stinga inn hjalparsetningu okkar
fjérum sinnum. Vinstri hlidin verdur

1 1
3 |AX||BX]|sin(p) - 3 |DX||CX]|sin(8)
og haegri hlidin verdur
1 . o 1 : °
3 |BX||CX|sin(180° — 3) - 3 |AX||DX|sin(180° — j3)

Notum sin(180° — 8) = sin(f) og pa héfum vid sému idi, bara i 6likri
rod, svo sonnun er lokid. O
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Dami 4

Fjolskyldan hans Benna, sem er n > 1 manna fjolskylda, horfir reglulega &
batti saman. Hvad pau horfa 4 fer eftir hverjir eru vidstaddir, svo athluta
barf sérhverju (ekki tému) hlutmengi fjélskyldunnar patti til ad horfa 4. Til
a0 fordast endurtekningu mega tvo hlutmengi ekki horfa 4 sému paettina
ef pau skarast. Hvad parf fjolskyldan ad finna margar pattaradir i minnsta
lagi?

Lausn

Haegt er ad nota 27! pattaradir med pvi ad lata sérhvert hlutmengi A
horfa a sému pattardd og fyllimengi pess A®. Synum ad ekki sé haegt ad
gera betur.

Skodum &l hlutmengi sem Benni tilheyrir. Pau eru 27! talsins pvi hann
er i helmingi peirra. Benni tilheyrir peim 6llum pa parf ad athluta peim
Sllum dlika paetti. Petta synir ad vid purfum ad minnsta kosti 271 paetti.

O
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Dami 5

Latum heiltélu m > 3 vera gefna. Koéllum heiltdlu « géda ef m | (z — 1)
og m(m—1) | z(x —1). Hér taknar a | b ad a deili b an afgangs, sem sagt
ad a gengur upp i b. Vid segjum ad a deilir b ef til er heiltala k& pannig ad
b= a-k. Hvad eru margar gédar tolur staerri en 0 og minni en m(m — 1)
ef m = 20257 En hvad med almennt m?

Lausn
Athugum ad fyrst m | z — 1 er til heiltala k pannig ad © = km + 1. Sjaum
svo ad umrita ma m(m — 1) | z(x — 1) sem

z(z—1)=0 (mod m(m —1))
Stingum inn gildi okkar fyrir z og faum pa
Em(km+1)=0 (mod m(m — 1))
Getum ba stytt at m og fengid
k(km+1)=0 (modm —1)
En nier m =1 (mod m — 1) svo petta verdur
E(k+1)=0 (modm—1)

Frumpattum m — 1 = p{'p5? ... pE~ og latum ¢ vera einhvern visi milli 1
og r. Pa fast ad
k(k+1)=0 (mod pi*)

Ef p; deilir k getur p; ekki deilt k£ + 1 pvi mismunur peirra er 1 og p; > 1.
Pvi feest ad annad hvort gildir p§* | k eda pi* | k + 1. Pvi hefur pessi
formuala nakvaemlega 2 lausnir (mod p;*), nefnilega 0 og —1.

Skv. kinversku leifasetningunni hefur pa upphaflega formalan okkar 2"
lausnir. Par med er svarid 2" par sem r er fjoldi élikra frumpatta m — 1.

Frumpbattum til ad fa 2025 — 1 = 2024 = 23 -11-23. Par med eru 23 =8
gédar tolur i pessu sértilfelli. O
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Dzami 6
Festum heila t6lu & > 0. Finnid oll foll f: Zy — Z. pannig ad fyrir &ll
n > 0 gildi

() = n+E.

Lausn

Skodum fyrst steduna f(f(f(n))). Ef vid stingum inn f(n) i stad n i
upphaflegu formaluna faest f(f(f(n))) = f(n) + k. En ef vid beitum f
beggja vegna i upphaflegu formalunni fest f(f(f(n))) = f(n+ k). Par
med faest fyrir 6ll n > 0ad f(n+k) = f(n)+ k. Kollum pessa formalu *.

Par med faest ad ef vid akvordum gildi f(x) fyrir x < k pa akvardar * gildin
a f fyrir 6ll 6nnur z. Athugum ad par sem f(f(n)) = n+k og n+k getur
tekid gildi i 6llum leifaflokkum k, pa verdur f ad geta tekid gildi i 6llum
leifaflokkum k. En ef f(n+ k) = f(n) + k sést ad f(n + k) er samleifa
f(n) med tilliti til k. Par med verda gildin f(1),..., f(k) ad innihalda alla
leifaflokka k. En pad eru k leifaflokkar hér og k gildi, svo f(1),..., f(k)
verda ad hafa dlikar leifar med tilliti til &.

Viljum syna naest ad f(n) < 2k fyrir 6ll n < k. Gerum rad fyrir ad svo sé
ekki til ad syna fram & métsdgn. Upphaflega formalan segir ba f(f(n)) =
n+k. Stingum inn x tvisvar til ad fa f(f(n)) = f(f(n)—2k)+2k = n+k.
Vitum ad f(x) > 0 fyrir 6ll «, svo na er vinstri hlidin f(f(n)—2k)+2k > 2k
en hagri hlidin er n + k < 2k skv. forsendu. Par med faest métsoégn, svo
f(n) <2k fyrir 8ll n < k.

Vid vitum ad gildi f &4 1,...,k stokkar leifaflokkunum med tilliti til & og
hvert gildi er annad hvort leifin eda leifin plas k. Allar mégulegar lausnir
eru pvi & pessu formi, svo lat m vera umrddun a 1,2,...,k og U vera
hlutmengi i 1,2,..., k. Pa feest ein moguleg lausn med

fin—k)+kefn>k

f(n)=q7n(n)+kefnelU
m(n) annars
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fyrir petta w,U. Skodum upphaflegu formaluna modulo & og faum
f(f(n)) =n+k & x(x(n) =n

Pvi verdur 7(m(n)) = n ad gilda fyrir 8ll n til ad petta sé gild lausn. Sjaum
eins med innsetningu ad = € U pa og pvi adeins ad w(z) € U. Pvi getum
vid ekki haft 7(z) = x. Par med er 7 spyrding a 1,2,...,k, svo ef k er
odda er engin lausn.

Gerum ba rad fyrir ad k er slétt, w er spyrding 4 1,2,..., kogad xz € U pa
og bvi adeins ad 7(x) ¢ U. Med innsetningu faest pa ad fallid f skilgreint
ad ofan er lausn & formalunni, og eru allar lausnir & pvi formi. O



